INTEGRALES IMPROPIAS

Las denominadas integrales impropias son una clase especial de
integrales definidas (integrales de Riemann) en las que el intervalo de
integracion o la funcién en el integrando o ambos presentan ciertas
particularidades. Las integrales impropias no son realmente una nueva
forma de integrales, sino una extension natural a las propiedades de la
integral y un replanteamiento de nuestro concepto de area bajo la
curva.

b
Una integral definida _L f(X)dX se denomina una integral impropia si

verifica una de las siguientes condiciones:

a) El internar de integracion es de la forma (_ 0, b]
b) El internar de integracion es de la forma [a,oo)

c) El internar de integracion es de la forma (_OO,OO)

Definicion. Sea f (X) una funcién continua para todo X = a, entonces

" £ (x)dx = Lim j f (x)dx

la integral impropia _.‘a M—>00 siempre

que el limite exista.
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Definicion. Sea f (X) una funcioén continua para todo X < b, entonces

b ] b
f (X)dx = Lim j f (x)dx

la integral impropia J‘_oo
que el limite exista.
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Definicidon. Sea f(X) una funcién continua para todo X € R y sea

ce R, entonces la integral impropia

f f (x)dx = Lim _Ef(x)dx+ Lim jcb f (x)dx

que los limites existan.

DANIEL SAENZ CONTRERAS

LICENCIADO EN MATEMATICAS Y FISICA . UNIVERSIDAD FRANCISCO DE PAULA SANTANDER
ESPECIALISTA EN COMPUTACION PARA LA DOCENCIA. UNIVERSIDAD ANTONIO NARINO

ESPECIALISTA EN EDUCACION MATEMATICA. UNIVERSIDAD DE PAMPLONA

-0.05

-0.1

-0.157

-0.2

-0.25+

- X

siempre



‘\

S
00000000‘0

<
<

2
RRK
RRRRK
KX
R
R
2R
5

25
35
0‘00‘00«

<

<

3\
RN
:0’0‘0
S
K

&%

000000 A

KK

o

O

0
KL
R
R
o
X 020
ot

X
9
év

%
RS

KRS

8
BRI

&S

KRS

KK

&S

KX
0000000000

000 900
q&@pqpo

D

X 5 2R

& RARIIRRAL :::

0,00,0,0,0,0,0,000,0,0,0,0,0,0,0,00,00 R

R0 0000000 020 2020 2020202020202 262020202026 %%

000‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘0‘000‘0‘0‘0‘0‘00‘0‘00‘000‘0‘0‘0‘

’0‘000‘0’0’0‘0’0’0‘0’000’0’0‘0’0’0‘0’0’00’0’00’0’0“

0 0 ’000 R HRRIRRIRILHLKS
bo%e LRSS o2

SRHRLRRKS LRRLES 25

2RSS %o

o 5

0
:0
5
%5
5
K
00000,

<
<
<

QR

0
0
0
0
0
XX
32
<
<

%
RS

<R

D
Q
e
K
Q
0
0
QR
QL
Q

9:0.0.0.0.9

8
SRS
:0‘00:
SRS
&
%
PSS
K5
é»

%
2
Qp

0‘0000
5

2R

0

0‘0

0

S RRRLRRILIELRAIKRKS
".4b.¢b.¢u§1331§2¢» :??3@3&%5’ 3%%"4?
R IRIRIILRKRRRRIRKS

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

g
%

0%
Qp

0
S
,0
00
0
S

AAAAAAAAAAA

&
&
E
&
N
|'a

o
-
N
w
ES

-0.051

-0.15

-0.251

si los limites existen.

Definiciéon Sea el intervalo [a,b), luego se entiende que

jf(X)dX=t|Lrthf(X)dX , de igual manera para (a,b] se tiene
a a

b b
j f(x)dx = Iim j f (x)dx
a t

La definicidn previa es valida en funciones que son continuas en [a,b) y
(a,b] respectivamente, sin embargo esas definiciones se pueden

generalizar aun a funciones discontinuas en los extremos.

Definicidn: Sea el intervalo [a,b), en el cual f(x) es continua, pero

discontinua en b, luego la integral , Si el

b t

j f (x)dx = ||'mj f (x)dx
t—b™

a a

limite existe. De la misma manera para f(x) continua en (a,b], pero

b
discontinua en a, se tiene que jf(X)dX=t|l>r£jf(X)dX, si dicho
a t

limite existe.

Las integrales de la definiciéon 2, se denomina integrales impropias de

primer orden, al igual que el siguiente caso:
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Definicion: Sea f(x) una funcidon discontinua en ¢ dentro del intervalo
(a,b) pero continua en todos los demas puntos de [a,b], se tiene que

siempre que converjan las dos integrales impropias del lado derecho:

b t b

If(x)dx: ||'mjf(x)dx+ Il'mff(x)dx
t—oc” t—c*

a a t

En estas condiciones es también una integral impropia de

T f (x)dx

primer orden.

Cuando los limites, en las definiciones anteriores, existen, se dice que la
integral es convergente, en caso contrario, se dice que la integral es
divergente.

R T T
R

-0.1

Solucidn;

Jua] B b
[ emtar = lim [ oar= lim[—ix} J:Iim(—ia+lu]: lim[—la+1j:(0+1);
] B—sond0 bl 2" boeo) 2 g by, &

jme"‘dx =1
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Solucidn; _
0
-[ xﬂ_"j
—ao A——owd
Sea
u=-x* (1),
=  du=-2xdx, = - l.:fu = xafx

2

x=0, =10

Cuando: { , ]
r=a,u=-a

-

B——cova

(2)

susttuyends (13, (v (3) en (&), se obhene

- " , a2
dr=lim | x5 dx= lim | 577 (xdx) (a)

0 2 L 1 . 1 ¢0 1
j x5 dr= lim ?[——mq= mn[—— 5%@]:—
—ea A= 0w —g? 2 @——oo 2 W-a? 2
] —d
_ 1, qu 1 . 50 g5-a 1
= 5o gdr=—— 1 =—— lim | 22— =——
w0 szh[mﬁlﬁ] 2a££{m5 lnﬁJ 2
O 2, 1{1 _ 1
= ) s 5[1:15 D]" 2ln5
3 [ xcosh x ox
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Solucidn;

oo ] &
I xcosh xdx = lim | xcosh xdx+ lim I xcoshxdr  (a)
—o A——0 W a bW

Sea

w=x, = duy=4dx

= dv=coshxdy, = v=anhzx

De tal modo que, aplicando el métode de integracidn por partes, se obtiene:

Ixcosh #dx = xsinh x —_[sinh zdx = xsinh x —cosh x
Por lo que:

_[m xcosh xdx = lim ((xsinh x—cosh x]i) + lim ((x sinh x— cosh x]f;),
- 20

b —an
[En]

xcosh xdx= lim (0 sinh 0— cosh 0— (@sinha —cosha))+
—oo @ ——c0

litn (& sinh & — cosh & —(0- sinh 0— cosh 03],

h—seo

[ ——o

= jm xcosh zdx= lim (0—1-asinha+cosha)+ lim (bsinhd —coshd —(0-1))

h—an
(-]

= |
—0

xvosh zdr= lim (0—1-asinha+cosha) +E}ﬁn (beinhb—coshd —(0-1)),
i1 ——

—30
= I xcosh xdx = lim [cosha—asinha—lj+ litm [E:'sinhb—c:oshb +1:l
-0 [ —— EJ_}':?:'
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Solucidn:
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Solucidn;
oo h b b
[, pdr=3lim [ 1 —dx=3lim ltan‘lﬁ:| =3 Liim tan‘li:| ,
x4 409 hoood F x° +3° B—an| 3 3 s 3 b 3 Nei
&0 b
j gidleim tan'1£:| = lim 1:5:11'15—}—1:5111'IE :F—T—E;
Sxi+9 B —oo RN b—sen 3 3 2 6

-E: xz?:l-Q dx =
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